
 
 

 
 

 
 

 
   

 
 

 

Equazioni non lineari: 

 metodi di iterazione funzionale
 

 

 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 



EQUAZIONI NON LINEARI 
 

Il p roblema d i cui c i occupiamo nella lezione che s to per presentare è quello de lla 

ricerca d egli zeri d i una f unzione non l ineare d i ti po pol inomiale, l ogaritmica, 

trigonometrica o dalla combinazione di queste, la cui soluzione non sia possibile per 

via algebrica. 

La f unzione i n o ggetto è d ella f orma ( ) cxf =  oppur e n ella f orma g enerale 

( ) ( ) cxfxf −= ; quindi in definitiva vogliamo risolvere l’equazione non lineare  

( ) 0=xf     dove    RRDf →⊆:   e si cercano gli ( ) 0/ =∈ ii fR αα  

A titolo di esempio alcune situazioni che si possono presentare sono quelle della fig. 

1, in cui può anche venir meno l’esistenza o l’unicità della soluzione  

Nessuna soluzione 

Soluzione unica

Quattro soluzioni

 
fig. 1 

 

Il p rimo pa sso d a f are è l a s eparazione d egli zeri c he consiste n ell’individuare g li 

intervalli [ ]ii ba , (vedi fig. 2) dell’asse x all’interno dei quali cade un’unica soluzione 

iα .  

Se ( )xf  è una funzione continua in [ ]ii ba , , i l Teorema degli zeri d i una funzione 

continua assicura l’esistenza di almeno uno zero di ( )xf  in [ ]ii ba ,  nella sola ipotesi 

che ( )xf  assuma negli estremi ai e bi valori di segno opposto.  

Perciò in questi casi, se non s i è scelto opportunamente l ’intervallo separatore può 

succedere che all’interno di esso  possono cadere più di una soluzione ma in numero 

2



dispari, se la funzione negli estremi ai e bi ha valori con lo stesso segno, gli zeri se 

esistono s ono in numero pa ri. Invece se l a funzione non t aglia l ’asse delle ascisse 

possiamo avere delle soluzioni coincidenti come ad esempio il caso di una parabola 

che ha il vertice sull’asse x.  

Ii-1 Ii Ii+1 Ii+2

 

 

fig. 2 
 

Non esistono tecniche standard per trovare questi intervalli, anche perché  le funzioni 

possono essere di vario tipo. Per cui si procede in vari modi: 

• Si può f are uno s tudio a nalitico a pprossimativo c on g li s trumenti 

dell’analisi ma tematica e quindi i ndividuare dove  l a f unzione a ttraversa 

l’asse delle x.  

• Si ta bula l a f unzione i n un  num ero s ignificativo d i punti e s i p rendono 

come intervalli separatori [ ]1, +ii xx  quelli dove la ( )xf  cambia di segno; il 

rischio è quello di individuare intervalli che contengano più di uno zero; ci 

sono casi in cui questo metodo non s i può utilizzare come nel caso della 

funzione ( ) 




=

x
senxf

1 . 

• Per f unzioni c he s iano c ombinazioni lin eari d i f unzioni p iù s emplici d a 

trattare, s i può s comporre l a f unzione n ella f orma ( ) ( ) ( )xfxfxf 21 −= , 

dalla quale si intuisce subito che le soluzioni della funzione originale sono 

i punti di ascissa dove i grafici delle funzioni ( )xf  e ( )xf  si intersecano. 
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Esempi d i queste f unzioni s ono: xxxsen 32 2 −+ , 
3

2 x
logxcos − ; 

xexsen +






2
3 . 

Funzione scomposizione 

xxxsen 32 2 −+  ( ) xsenxf 21 =  

( ) xxxf 32
2 +−=  

3
2 x

logxcos −  ( ) 2
1 cos xxf =  

( ) 




=

3
log2

x
xf  

xexsen +






2
3  ( ) 





= xsenxf

2
3

1  

( ) xexf −=2  

 

Esempio 1 Supponiamo di separare gli zeri della  ( ) ( ) xxxsenxf 32 2 −+= . In questo 

caso siccome la funzione è formata da due funzioni che conosciamo bene (vedi fig. 

3) e sappiamo disegnare, conviene procedere con il terzo metodo. Disegniamo prima 

la f unzione ( ) xsenxf 21 =  e poi l ’altra ( ) xxxf 32
2 +−= . G li z eri d ella f unzione 

completa si trovano dove le due curve che abbiamo separato si intersecano, per cui 

possiamo i ndividuare i due i ntervalli s eparatori [ ]50501 .;.I −=α  e [ ]23722 .;.I =α , 

intervalli in cui cade la soluzione.  

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

-3,14 -1,57 0 1,57 3,14 4,71 6,28

( ) xxxf 32 +−=

( ) xsenxf 2=

I1 I2

( ) ( ) xxxsenxf 32 2 −+=

fig. 3 
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Le t ecniche e sposte non s ono a lternative, m a possono e ssere u sate 

contemporaneamente e i n qua lsiasi c ombinazione p er i ndividuare s empre c on pi ù 

precisione l’intervallo separatore.  

 

I METODI DI ITERAZIONE FUNZIONALE 

-3

-2

-1

0

1

2

3

-3 -2 -1 0 1 2 3

y=f(x)
y=g(x)
y=x

( ) 2−−= xexf x

( ) 2−= xexg

xy =

α

 

fig. 4 
Data l ' equazione ( ) 0=xf , possiamo s empre s crivere ( ) ( )xgxxf −=  e q uindi 

isolando l a v ariabile x ot tenere l ’equazione ( )xgx =  d a c ui c ostruirci l a f ormula 

iterativa 

( )ii xgx =+1        con     ,...,i 21=  

Osserviamo c he s e l e due f unzioni RR:g,f →  s ono l egate d alla r elazione 

( ) ( )xgxxf −= , allora si ha 

( ) ( )ααα gf =⇔= 0  

ovvero α  è uno zero di  f  s e e s olo se  α  è un punto f isso dell’applicazione g 

(vedi fig. 4 nel caso della funzione ( ) 2−−= xexf x  e ( ) 2−= xexg ). Per questo la 

ricerca degli zeri di una funzione  f  può essere ricondotto nella ricerca dei punti fissi 

della g. 

Data una f unzione  f  v i s ono di verse possibili s celte d i g. A d e sempio s e 

( ) 22 −−= xxxf , si può scegliere ( ) 22 −= xxg , oppure ( )
x

xg
21+= . 
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Una s trategia n aturale p er l ’approssimazione d ei punti f issi d i g è l a s eguente. S i 

parte d a una s tima d ella s oluzione 0x  e s i c ostruisce l a s uccessione { }ix  d alla 

formula iterativa  

( )ii xgx =+1        con     ,...,i 21=  

 

Esempio 2 Consideriamo l ’equazione ( ) ( ) 324 2 −++= xxxcosxf . D a questa 

possiamo costruirci i seguenti  due schemi: 

1. ( ) 2
1 243 iii xxcosx −−=+       dove la     ( ) ( ) 2243 xxcosxg −−=  

2. 
( )

3
24 23

1
iiii

i
xxxcosx

x
++=+       dove la     ( ) ( )

3
24 23 xxxcosx

xg
++=  

L’equazione ( ) ( ) 324 2 −++= xxxcosxf  a mmette quattro z eri 33921 ,−=α  

31802 ,−=α , 48103 ,=α  e 96414 ,=α  che possiamo separare rispettivamente tramite 

gli i ntervalli[ ]2262 .;, −− , [ ]2070 ,;, −− , [ ]5030 ,;,  e [ ]2281 ,;, . A desso e seguendo l e 

iterazioni degli schemi 1 e 2 con l’aiuto di un calcolatore o con un foglio di calcolo 

di EXCEL a partire dagli estremi dell’intervalli separatori otteniamo:  

 

33921 ,−=α  

Iterazione Schema 1 Schema 2 
0 -2,600 -2,200 -2,600 -2,200 
1 -5,634 -0,611 -5,230 -1,034 
2 -29,819 1,258 -34,992 0,647 
3 -882,208 4,659 -13903,988 0,466 
4 -778288,752 -14,728 -895912592011,190 0,476 
5 -605733381358,849 -212,395 diverge 0,480 
6 diverge -45105,311  0,481 
7  -2034489105,858   
8  diverge   
9     

31802 ,−=α  

Iterazione Schema 1 Schema 2 
0 -0,700 -0,200 -0,600 -0,200 
1 1,830 -0,724 -0,242 -0,235 
2 3,125 1,987 -0,271 -0,265 
3 -10,760 1,740 -0,292 -0,288 
4 -109,220 3,747 -0,304 -0,302 
5 -11926,515 -12,449 -0,311 -0,310 
6 -142241747,742 -155,869 -0,315 -0,314 
7 diverge -24289,122 -0,317 -0,316 
8  diverge -0,318 -0,317 
9    -0,318 
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48103 ,=α  

Iterazione Schema 1 Schema 2  
0 0,300 0,500 0,300 0,500 
1 -0,391 0,589 0,369 0,485 
2 0,011 1,121 0,426 0,482 
3 -0,999 4,230 0,460 0,481 
4 3,660 -12,614 0,475  
5 -12,432 -160,098 0,479  
6 -155,400 -25632,405 0,481  
7 -24142,273 -657020209,454   
8 -582849360,906 diverge   
9 diverge    

96414 ,=α  

Iterazione Schema 1 Schema 2 
0 1,800 2,200 1,800 2,200 
1 3,347 -0,611 0,872 4,261 
2 -11,870 1,258 0,274 28,322 
3 -138,596 4,659 0,344 7877,953 
4 -19208,879 -14,728 0,407 162994897202,371 
5 -368981029,215 -212,395 0,451 diverge 
6 diverge -45105,311 0,471  
7  -2034489105,858 0,478  
8  diverge 0,480  
9   0,481  

 

Osservando i risultati ottenuti vediamo che con il 2° schema iterativo la successione 

degli ix  c onverge verso l a soluzione d ell’equazione s ia partendo d a d estra che d a 

sinistra della soluzione per 31802 ,−=α  e 48103 ,=α . Mentre con il primo schema la 

successione degli ix  diverge in tutti e quattro i casi e si allontana dalla soluzione. 

Questo comportamento non è anomalo ma dipende fortemente dalle proprietà della 

funzione n ell’intorno de lla s oluzione α . La c onvergenza dello s chema i terativo s i 

basa su alcune considerazioni di analisi matematica. 

Se la successione { }ix  è convergente allora sicuramente i
i

xlim
∞→

=α  è un punto fisso 

della ( )xg . 

Supponiamo di sapere che α  è un punto fisso della ( )xg  continua e derivabile in un 

intervallo di α , [ ]εαεαα +−= ;I  con 0>ε . Se ( ) 1' <xg  allora per ogni scelta della 

soluzione i niziale αIx ∈0  s i ha che α=
∞→ i

i
xlim ; i noltre α  è l ’unico punt o f isso d i 

( )xg  in αI . 
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Dimostriamolo: 

 

( ) ( ) ( ) ( )ii
'

ii xggxgx αξαα −⋅=−=−+1    con ( )αξ ;xi∈  

( ) ii
'

i xgx αξα −⋅=−+1  ora essendo ( ) 1<ξ'g  otteniamo che iii xx αα −<−+1 , e 

tale relazione è valida per ogni i. Quindi possiamo stabilire che affinché il metodo sia 

applicabile deve essere ( ) 1<xg '  nell’intorno dello zero della funzione.  

x

y

x0 x1x2

-1 < g'(x) ≤ 0

x1
x0 x2

0 < g'(x) ≤ 1

y

x

 

xx2x1x0

y

x2x1

x0 x

y

g'(x) ≥ 1g'(x) ≤ −1

 
Le s ituazioni possibili a l ivello l ocale s ono qua ttro e i l s ignificato g eometrico è 

mostrato nelle quattro figure riportate sopra.  

Per il teorema di Lagrange 
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A questo punt o pos siamo not are due “anomalie” n ell’esempio 2 e n ella r elativa 

tabella dei valori delle iterate: 

• l’intervallo s eparatore n el caso de l s econdo s chema non è ce ntrato s ulla 

soluzione 41803 ,=α , nonostante questo l a s uccessione c onverge v erso l o 

zero della funzione, perché la positività di ( ) 10 <≤ xg'  nell’intorno 3α  con 

( ) ( )xxxxsenxcosxg' 232824
3
1 2 ++−= ,  c i a ssicura d ella m onotonia d ella 

successione { }ix  d a qualunque es tremo s i p arta non s i u scirà m ai 

dall’intervallo finendo in un punto di non convergenza.  

x

intervallo che abbiamo 
individuato I i

aα bαx0 x1

tratto in cui |g'|<1

 

La stessa cosa non si può dire se ( ) 01 ≤<− xg' , in questo caso siccome la 

convergenza avviene in modo alternato può succedere che alla prima iterata 

( )01 xgx =   vada a finire fuori dell’intervallo di convergenza dove ( ) 1' <xg  

(vedi figura) e divergere dallo zero della funzione. In questo caso una volta 

determinato l’intervallo separatore [ ]b,a   in cui è verificato che ( ) 1' <xg , si 

parte da ax =0  e se [ ]b,ax ∈1  si procede normalmente, altrimenti si prende 

bx =0  s icuri d ella c onvergenza. I nfatti n el caso de lla s oluzione  

31802 ,−=α  partendo da sinistra il valore di ( ) 484050 ..'g −=− , nonostante 

il valore negativo de lla derivata p rima in 500 ,x −=  vediamo che la i terata 

successiva è  31901 ,x −=  c he c onverge v erso l a z ero de lla f unzione s olo 

dopo poche iterate 
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• Inoltre s i può not are ch e i v alori d ella s econda co lonna d ello s chema 2 

divergono s ì d a 33921 ,−=α , m a c onvergono v erso l ’altra s oluzione 

48103 ,=α . La stessa cosa succede con la prima colonna dello stesso schema  

che d iverge d alla s oluzione 96414 ,=α , m a c onverge s empre v erso l a 

soluzione 48103 ,=α . Per cui è possibile che le i terate vengano a ttratte da 

soluzioni diverse da quelle su cui si è posto l’attenzione. Non esistendo delle 

regole p recise c he p ermettono d i a nticipare queste s ituazione, s ta 

all’operatore stabilire la correttezza o meno della soluzione ottenuta. 

Il p roblema d ella c onvergenza è d i f ondamentale i mportanza, a nche s e non v a 

trascurato la velocità con la quale la successione delle iterate converge verso lo zero 

della funzione. Infatti ci sono funzioni ( )xg  per le quali ( ) 1≈xg'  in cui il metodo 

risulta inapplicabile proprio per la lentezza con la quale si arriva alla soluzione. 

Esempio 3 Consideriamo la funzione  ( )
2
93

2

2
+−= x

x
xf  dove ( )

2
92

2

2
+−= x

x
xg . 

Questa funzione ammette due soluzioni reali e coincidenti in 3=α . La  ( ) 2−= xxg'   

assume v alori ( ) 10 << xg'  i n ] [32;  e poi ( ) 13 ='g . Q uindi l a successione  { }ix  è 

monotona c rescente e c onvergente p er o gni xi a ppartenente a ll’intervallo i ndicato 

Partendo a d e sempio d a 120 ,x =  c i c ostruiamo un a t abella c on l ’aiuto d i un 

programmino come ad esempio un f oglio di calcolo di EXCEL e scopriamo che la 

successione converge, ma bisogna arrivare a 1990 iterate per ottenere una soluzione 

con un errore assoluto di 310− . 
i xi i xi 

0 2,1 204 …….. 

1 2,505 205 2,990573 
2 2,627513 206 2,990617 
3 2,696886 207 2,990661 
4 …………. 208 ……….. 

Per cui possiamo definire l’ordin e di convergenza la velocità (in parole povere: bontà 

di un metodo) con la quale la ( )xg  converge. 

Sia { }ix  una successione convergente al valore α , con α≠ix  per ogni indice i. Se 

esiste il  

01 ≥=
−
−+

∞→
k

x

x
lim

i

i

i α
α
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diciamo che la successione ha convergenza superlineare se k = 0, lineare se 0 < k < 

1, e sublineare se k = 1 

Inoltre d efiniamo or dine d i c onvergenza p de lla s uccessione { }ix  c he c onverge a l 

valore α  il limite se esiste 

∞<=
−

−
< +

∞→
k

x

x
lim

p
i

i

i α

α10  

Nella definizione di ordine di convergenza k è un qualunque valore reale e finito non 

nullo. Questo valore viene chiamato fattore asintotico di convergenza, ed è ovvio che 

la successione converge tanto più velocemente quanto più piccolo è k e quanto più 

grande è p. 

Esempio 4 In questo esempio calcoliamo i l valore k della funzione dell’esempio 3 

( )
2
92

2

2
+−= x

x
xg , r icordando c he 3=α  e c he a bbiamo a pplicato i l m etodo 

nell’intervallo [ ]32; , abbiamo 

( )

( )( ) 1
3

31
2
1

3
34

2
1

3
2
32

2
3

3
2
92

2
3

3
3
3

3

2

3

2

3

2

11

=





−
−−=





−

+−

=
−

+−
=

−

−+−
=

−
−

=
−
−

=
−
−

−−

−

→→

→∞→∞→

+

∞→

+

∞→

x
xx

lim
x

xx
lim

x

x
x

lim
x

x
x

lim
x

xg
lim

x

x
lim

x

x
lim

xx

xi

i
i

ii

i

ii

i

ii

i

i α
α

 

quindi essendo k = 1 possiamo concludere che la convergenza è sublineare. 

Esempio 5 D eterminiamo l ’ordine d i c onvergenza e d il f attore as intotico de llo 

schema iterativo ( )
3

24 23

1
iiii

i
xxxcosx

x
++=+  de ll’esempio 2  ne ll’intorno 

della soluzione 48103 ,=α  , per cui scriviamo 

( ) ( )

1
3

2

3

3
23

3

3
23

3

31

3

232824

3

24

3

24

3

3

−→

→∞→

+

∞→

−

++−

=
−

−++
=

−

−++
=

−

−

px

H

paxp
i

iiii

ip
i

i

i

xp

xxxxsenxcos
lim

x

xxxcosx
lim

x

xxxcosx
lim

x

x
lim

α

α

α

α

α

α

α

α

 

il c ui lim ite r isulta f inito s olo ne l c aso s cegliamo 1=p  e d i n t al c aso il f attore 

asintotico è 260,k ≈ . S e c i c ostruiamo i r apporti 
11

1

α
α

−
−

=
+i

i
i x

x
r  s ia a d estra d i 
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48103 ,=α  che a sinistra otteniamo per ogni iterata dei valori praticamente uguali al 

valore k calcolato analiticamente. 

 

Esaminiamo adesso i criteri di arresto, che consistono nel confrontare oggetti di tipo 

infinitesimo, cioè arrestare il processo di iterazione convergente ad un valore ix  della 

soluzione approssimata quando si raggiunge una certa soglia di tolleranza prefissata. 

Bisogna tener presente che qualsiasi metodo usiamo per la risoluzione di equazioni 

non lineari, non avremo mai soluzioni esatte.  

Per ogni metodo è necessario prevedere un numero massimo di iterazioni consentite, 

in modo che l’esecuzione di un programma che implementa un metodo iterativo non 

impieghi eccessive risorse di calcolo nei casi di convergenza lenta e che la tolleranza 

non sia mai inferiore alla precisione di macchina; 

 

1° criterio 

aii xx τ≤−+1        errore incrementale assoluto 

sfruttando il valor medio e con qualche passaggio abbiamo 

( ) ( ) ( )( ) ( )=−−−=−−−=− ++ αααα iiiiii xxgxxxx 11  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )αξααξ −⋅−=−−−⋅= i
'

ii
' xgxxg 1  

in un punto αξ ,xi∈  da cui ricaviamo 

( )
( ) ( ) 11
1

−
<

−

−
=− +

ξ
τ

ξ

α
α

'
a

'
i

i
gg

x
x  

Il criterio è robusto per ( ) 0≤α'g , ma si indebolisce quando ( )α'g  si avvicina ad 1. 

2° criterio 

r
i

ii

x

xx
τ≤

−

+

+

1

1        con  01 ≠+ix   errore incrementale relativo 

anche qui sviluppando il numeratore e dividendo tutto per α  abbiamo 

( )
( ) ( ) ( ) 111
1

−
≈

−
≈

−⋅
=− +

xggg

xx
'

a
'

a
'
ii τ

ξ
τ

ξαα
α  

3° criterio 

( ) fixf τ≤    errore assoluto sul valore della funzione 
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ricordanod che α  è uno zero della funzione e sfruttanto ancora una volta il teorema 

del valor medio otteniamo 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )αξα −⋅=−= i
'

ii xffxfxf        con       αξ ,xi∈  

da cui  ( ) ( )
( ) ( )ξ

τ

ξ
α

'

f

'
i

i
ff

xf
x <=−  

Questo m etodo c i d ice ch e è t anto pi ù va lido qua nto pi ù l a f unzione è r ipida 

nell’intorno di α  

4° criterio 

stabilizzazione delle cifre significative; 

questo criterio consiste nell’arrestare il processo di iterazione quando le prime n cifre 

significative di 1+ix  e ix  coincidono; questo può essere fatto scrivendo i due valori in 

cifre in formato fisso e confrontando le stringhe di caratteri. 

Esempio 6 Per l a f unzione ( ) ( ) xxsenxf −=  pos siamo s cegliere ( ) senxxg =  e 

quindi ( ) 0>= xcosxg'  in un i ntorno di 0=α . Se usiamo come c riterio di arresto 

l’errore incrementale assoluto con 510−=aτ , l ’iterazione s i a rresta al l’indice 

1950=i   pa rtendo da 10 =x  e si ha che ...,xi 039153230=  e  ...,xi 0391432301 =+ , 

mentre 2109143 −⋅−≈=− ,xx ii α . Questo è dovuto al fatto che quando ix  è vicino ad 

0=α  , ( ) xcosxg' =  è positiva e molto vicina ad 1. Dal grafico della figura vediamo 

chiaramente come la differenza  ix  e 1+ix  sia molto piccola pur essendo ix  lontana 

da  0=α . 

-1,2

-0,2

0,8

-1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0 1,5

y=f(x)=sex-x

y=g(x)senx

y=x

y=g'(x)=cosx

xixi+1
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Osserviamo che in questo caso, imporre l’altra condizione di arresto e cioè l’errore 

assoluto sul valore della funzione è d el tu tto e quivalente a i mporre l a c ondizione 

appena vista, perché  

1+−=−= iiiii xxsenxx)x(f  

Se i nvece c onsideriamo l a f unzione ( ) x)xcos(xf −=   s cegliendo ( ) xcosxg =  e 

quindi ( ) senxxg' −= , abbiamo in un intorno di 




∈

2
0 πα ;  che  ( ) 01 <<− xg' .  Le 

iterate c onvergono pe r i l s egno ne gativo de lla d erivata p rima i n m odo a lternato a l 

valore 7390.=α  

-2,0

-1,0

0,0

1,0

2,0

-2,0 -1,0 0,0 1,0 2,0 3,0

y=f(x)=cosx-x

y=g(x)=cosx

y=x

y=g'(x)=-senx

x0

x2

x1

 
 

Se u siamo c ome cr iterio d i a rresto l ’errore incrementale assoluto con 510−=aτ , 

l’iterazione s i a rresta a ll’indice 22=i  e s i h a ch e ...,xi 73913010=  e  

...,xi 739054801 =+ , mentre -5104,504 ⋅≈−αix  

Per c oncludere possiamo di re ch e i l c osto c omputazionale, a dottando i m etodi d i 

iterazione f unzionale, d ipende d al numero d i operazioni r ichieste p er il c alcolo d i 

( )xg , però non pos siamo dire nulla della complessità finale del metodo perché non 

possiamo de terminare a p riori quante iterate servono pe r ra ggiungere l a t olleranza 

stabilita. 
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Esercizio 

Supponiamo di voler trovare gli zeri dell’equazione  03 2 =− xex  e approssimare le 

soluzioni trovate con un errore assoluto 310−=τ . 

L’equazione  ( ) xexxf −= 23  l a possiamo s comporre n elle due f unzioni note 

( ) 2
1 3xxf =  e ( ) xexf =2 . G li z eri d ella f unzione co mpleta s i tr ovano dov e l e due 

curve che abbiamo separato si intersecano, per cui dal grafico possiamo individuare i 

tre intervalli separatori 



 −−=

3
1

2
1

1 ;Iα , 



= 1
3
2

2 ;Iα  e 



= 4
2
7

3 ;Iα  intervalli in cui 

cade la soluzione.  

-10

5

20

35

50

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
I1

I2 I3
 

Dalla ( ) xexxf −= 23   possiamo costruirci i seguenti  tre schemi: 

1. 
i

x

i x
e

x
i

31 =+       dove la     ( )
x

e
xg

x

3
=  

2. ( )2
1 3 ii xlogx =+       dove la     ( ) ( )23xlogxg =  

3. 
31

ix

i
e

x =+       dove la     ( )
3

xe
xg =  

A questo punt o s fruttando i p rincipi d el t eorema d i p ag, 10 a nalizziamo l a 

convergenza nei singoli intervelli con i tre schemi proposti: 

a. ( )
x

e
xg

x

31 = ;     ( ) 21 3
1

x
x

exg x' −= ;       ( ) 2

2

1 3
22

x
xx

ex''g x +−=  
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i. 1αIx ∈∀ ,   ( ) 01 <x''g ;  poiché ...,'g 21
2
1

1 −=




−  non è as sicurata la 

convergenza del metodo in quanto come possiamo vedere non è verificata 

la condizione  ( ) 1' <xg  

ii. 2αIx ∈∀ ,   ( ) 01 >x''g ;  poi ché ...,'g 480
3
2

1 −=




    ( ) 011 ='g , r isulta 

( ) 01 1 <<− x'g  pe r c ui l o s chema i n q uesto i ntervallo è c onvergente i n 

modo a lternato pe r i l s egno ne gativo de lla 'g1 . C on l ’aiuto d i una 

calcolatrice calcoliamo le iterate. Partendo da x0=2/3 otteniamo 

Iterazione Schema 3 
0 2/3 
1 0,97387 
2 0,90641 
3 0,91034 
4 0,90998 
5 0,91001 

 

 Poiché [ ]...,...;, 9100109099802 ∈α , s e s i a ssume co me s oluzione 

approssimata 91002 ,=α , a llora s icuramente l a d ifferenza t ra il v alore 

approssimato t rovato e l a s oluzione r eale d ell’equazione è p iù pi ccolo d i 
310− . 

iii. 3αIx ∈∀ ,   ( ) 01 >x''g ;  poi ché ...,'g 22
2
7

1 =




 , p er c ui e ssendo l a 

derivata seconda positiva la derivata prima cresce, essendo non verificata 

la condizione  ( ) 1' <xg   non è assicurata la convergenza.  

 
b. vediamo adesso che cosa succede con l’altro schema  

( ) ( )2
2 3xlogxg = ;     ( )

x
xg ' 2

2 = ;       ( ) 22
2
x

x''g −=  

i. Poichè  ( ) 12 ≥xg '   1αIx ∈∀    e   2αIx ∈∀   l o schema proposto può  

non convergere 
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ii. 3αIx ∈∀ ,   ( ) 02 <x''g ;  poiché 
7
4

2
7

2 =




'g    ( )

2
142 ='g ,  

( ) 10 1 << x'g  e quindi l o s chema c onverge. P er il s egno pos itivo de lla 

derivata p rima av remo un a s uccessione m onotona cr escente se p artiamo 

dall’estremo s inistro de ll’intervallo, m entre av remo un a s uccessione 

monotona decrescente se partiamo dall’estremo destro:  

Schema 2 Iterazione 

xi x'i 

0 3,500 4,000 
1 3,60414… 3,87120… 
2 3,66278… 3,80574… 
… …….  ……..  
6 3,72718… 3,73895… 
7 3,72991… 3,73622… 
8 3,73138… 3,73476… 
9 3,73217… 3,73398… 

 

Ora siccome ( )993 'x;x∈α ,  se assumiamo 73333 .=α ,  3
33 10−<−αα . 

c. adesso v ediamo d i tr ovare l a s oluzione m ancante 



 −−∈

3
1

2
1

1 ;α  c on 

l’ultimo schema   

( )
31

xe
xg ±= ;     ( )

6
3

1

x
' e

xg ±= ;       ( )
12
3

1

xe
x''g ±= ; s cegliamo 

naturalmente il segno della radice concorde con il segno del punto fisso che 

intendiamo determinare.  

1αIx ∈∀ ,   ( ) 03 <x''g ;  poi ché ...,'g 220
2
1

3 −=




−  e ...,'g 180

3
1

3 −=




−   

( ) 01 1 <<− x'g  pe r c ui l o s chema i n que sto i ntervallo è c onvergente i n 

modo a lternato pe r i l s egno ne gativo de lla 'g3 . C on l ’aiuto d i una 

calcolatrice calcoliamo le iterate. Partendo da x0=-0,5 otteniamo 

Iterazione Schema 3 
0 -0,5 
1 -0,44964… 
2 -0,46111… 
3 -0,45847… 
4 -0,45908… 
5 -0,45894… 
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Poiché [ ]...,,...;, 4589404590803 −−∈α , s e s i a ssume c ome s oluzione 

approssimata 45903 ,−=α , a llora s icuramente l a d ifferenza t ra i l v alore 

approssimato t rovato e l a s oluzione r eale d ell’equazione è p iù pi ccolo d i 
310− . 
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